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Weak-binding relation for bound state

a0 = R
2X

1 + X
+ 𝒪 (

Rtyp

R )

|Ψ⟩ = X |hadronic molecule⟩ + 1 − X |others⟩
Compositeness (weight of hadronic molecule)

Hadron wave function

(interaction range)Rtyp

S. Weinberg, Phys. Rev. 137, B672 (1965); Y. Kamiya and T. Hyodo, PTEP 2017, 023D02 (2017).
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Low-energy universality

R = a0
Physical quantities are scaled by scattering length

Deviation from ?a0 = R

f(k) = [−
1
a0

+
re

2
k2 −

Ps

4
k4 + ⋯ − ik]

−1

- Other length scales

-Deviation by contributions from other channels         
-Deviation by interaction range          

X ≠ 1
Rtyp ≠ 0

We study the range correction in the weak-binding relation 
by introducing the effective range .re

a0 = R{ 2X
1 + X

+ 𝒪(
Rtyp

R )}Weak-binding relationMotivation
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- point-like interaction (zero range):

⇔ X = 1- single channel:  |Ψ⟩ = |hadronic molecule⟩
Effective range model in the zero-range limit: 

a0 = R
2re/R

1 − (re/R − 1)2
= R 1 + 𝒪 ( re

R )  ⇒ a0 ≠ R

Rtyp → 0

⇒ a0 = R{ 2X
1 + X

+ 𝒪(
Rtyp

R )} → R

Renormalized scattering amplitude ( ):Rint → 0

Effective range model E. Braaten, M. Kusunoki, and D. Zhang, Annals Phys. 
323, 1770 (2008), 0709.0499.

range correction in the weak-binding relation form re
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Range correction in weak-binding relation

Redefinition of :Rtyp

Rtyp = max{Rint, Reff},

f(k) = [−
1
a0

+
re

2
k2 −

Ps

4
k4 + ⋯ − ik]

−1

Reff = max{ |re | ,
|Ps |
R2

, ⋯} .

Length scale in the effective range expansion except for a0

a0 = R{ 2X
1 + X

+ 𝒪(
Rtyp

R )}Weak-binding relation

interaction range:            Rtyp Rint

It reduces to previous one when Rtyp = Rint
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Numerical calculation a0 = R{ 2X
1 + X

+ 𝒪(
Rtyp

R )}
When dose the weak-binding relation work?

Xupper(ξ) =
a0/R + ξ

2 − a0/R − ξ
, Xlower(ξ) =

a0/R − ξ
2 − a0/R + ξ

.

Xc =
a0/R

2 − a0/R

Estimation with correction terms :(ξ ≡ Rtyp/R) Y. Kamiya and T. Hyodo, PTEP 
2017, 023D02 (2017).

Central value:

Weak-binding relation works when…
Xlower < Xexact < Xupper

Validity condition
Xexact

Xexact
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Numerical calculation

-  (range correction):re ≠ 0

1/f(k = i/R) = 0

Effective range model ( )Rint ≠ 0

 (two length scales  and )f(k; λ0, ρ0, Λ) = [−
1
a0

+
re

2
k2 + 𝒪( Rint

R ) − ik]
−1

re Rint

- :Rint ≠ 0  . ξint = Rint /R

 (effective range model)re < 0
 ξre

= |re/R |

We search for the region of  and  where validity 
condition are satisfied.

re Rint

- Xexact = 1

Uncertainty from re

Uncertainty from Rint
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Applicable regions in  -  planeRint /a0 re/a0

Wigner bound

Only improved relation is applicable

Both relations are 
applicable

Applicable region become larger with range correction.

T. Kinugawa, T. Hyodo, (2021), 

arXiv:2111.06619

ξeff

ξeff

ξint

ξint

XexactNumerical calculation
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Uncertainty  in  -  plane (effective range model) Ē Rint /a0 re/a0

Wigner bound

Precision

Wigner bound

Ē = X̄u − X̄l, X̄u = min{Xu,1}, X̄l = max{Xl,0},

Precision of  estimated from weak-binding relation ?X

Uncertainty Ē 1

0

X Ē

For the reasonable estimation :  Ē ≤ 0.5

ξint (Rtyp = Rint)ξeff (Rtyp = Reff)
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Application T. Kinugawa, T. Hyodo, (2022), arXiv:2201.04283 

States other than H  : 3
Λ |re | > Rint

Range correction is
 important?

Low energy universality   ∵ a0 > Rint
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表 5.1 束縛状態と結合する 2体系の粒子 1、2とその質量m1、m2。ハドロンの質量は PDG [5]、NΩ,ΩΩ dibaryonは格子 QCD [44, 45]、4Heの質量は文献 [46]の値を
用いる。

束縛状態 粒子 1 粒子 2 m1 m2

d p n 938.272 MeV 939.565 MeV

X(3872) D0 D̄∗0 1864.84 MeV 2010.26 MeV

NΩ dibaryon N Ω 955 MeV 1712 MeV

ΩΩ dibaryon Ω Ω 1712 MeV 1712 MeV
3
ΛH d Λ 1875.613 MeV 1115.638 MeV

4He dimer 4He 4He 4.00260325415 u 4.00260325415 u

換に対して正の固有値を持つように
1√
2

(
|D0D̄∗0〉+ |D̄0D∗0〉

)
, (5.3)

と線型結合が取られているが、以下では慣例に従い D0D̄∗0 と略記する。実験では観測さ
れていないが QCDの第一原理計算である格子 QCDで束縛状態が存在すると予言されて
いる系の例として、NΩ dibaryon [44]と ΩΩ dibaryon [45]が挙げられる。N,Ωの質量
は、格子 QCD での質量を用いる。ハイパー核の例として、d と Λ の束縛状態としての
3
ΛHを挙げる。原子の例として、4He原子の 2体束縛状態である 4He dimerを考える。
一般に長距離力である Coulomb 相互作用があると、散乱長や有効レンジを定義する
ことができず、弱束縛関係式を直接適用できない。表 5.1 に示した粒子 1,2 のうち、電
荷を持っているのは p,Ω, d である。NΩ dibaryon は核子 N として中性子を考えれば
Coulomb相互作用は避けられる。Coulomb相互作用があるのは、粒子 1と 2どちらも荷
電粒子である ΩΩ dibaryonであるが、ΩΩは強い相互作用のみで計算した格子QCDの結
果を用いることで、Coulomb相互作用の影響を含まないの束縛状態の複合性が議論でき
る*1。残りの束縛状態は、粒子 1か 2の少なくとも片方は中性粒子であるから、Coulomb

相互作用は起きない。よって、本研究で考える状態では散乱長と有効レンジを定義するこ
とができる。
弱束縛関係式 (5.1)の適用対象は安定な束縛状態の系だが、X(3872)と NΩ dibaryon

はチャンネル結合を持つ不安定状態であり、強い相互作用で崩壊する。しかし、X(3872)

*1 物理的な pΩ dibaryon と ΩΩ dibaryon を考えるには、実際には Coulomb 相互作用を含めたポテン
シャルで計算する必要がある。
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表 5.2 2 体系の散乱長 a0、有効レンジ re、束縛状態の束縛エネルギー B、束縛状態
の半径 R、相互作用距離 Rint。
束縛状態 a0 re B R Rint

d 5.42 fm 1.75 fm 2.22 MeV 4.32 fm 1.43 fm

X(3872) 28.5 fm −5.34 fm 18 keV 33.4 fm 1.43 fm

NΩ 5.30 fm 1.26 fm 1.54 MeV 4.59 fm 0.676 fm

ΩΩ 4.6 fm 1.27 fm 1.6 MeV 3.81 fm 0.949 fm
3
ΛH 16.8 fm 2.3 fm 0.13 MeV 14.6 fm 4.31 fm

4He dimer 189 B.R. 13.8 B.R. 1.30 mK 182.2 B.R 10.2 B.R.

するには、1 mK= 3.16682× 10−9!2/[me(B.R.)2] [28]に注意して次のようにする：
R = !/

√
2µB

= !/
√

mHe[u]B[mK]

= !/
√

mHe[u]B × 3.16682× 10−9!2/[me[u](B.R.)2]

= 1/
√
(mHe/me)B × 3.16682× 10−9 [B.R.]

= 182.2B.R.

ここで、mHe はヘリウムの質量、me は電子の質量である。以上の方法で束縛状態の半径
R = (2µB)−1/2 を求めた結果を表 5.2に示す。
弱束縛関係式から複合性を見積もるためには、観測量である散乱長、有効レンジ、束縛
エネルギー以外に、誤差の計算のために相互作用距離 Rint を決定する必要がある。Rint

自体は観測量ではないため、微視的理論の相互作用機構を基にして見積もる。本研究では
それぞれの系において、Rint を以下のように見積もる。

• 重陽子、X(3872)：粒子 1,2間の最も長距離の相互作用である π 中間子交換の長さ
スケール（π 中間子のコンプトン波長 Rint ∼ 1/mπ）*3

• NΩ dibaryon：格子 QCD [44] の結果をフィッテイングした形状因子を
含む (湯川)2+Gaussian ポテンシャル Vfit(r) = b1 exp[−b2r2] + b3(1 −

*3 D0 は JP = 0−、π0 は JP = 0− であるから、スピンパリティの対称性によりD0π0D0 頂点が禁止さ
れるため、D0D̄∗0 の弾性散乱では π 中間子は交換できない。しかし、D0∗ は JP = 1− であるため、
始状態 D0D̄0∗ で終状態 D0∗D̄0 の散乱では D0π0D∗0 頂点と D̄∗0π0D̄0 頂点が許されるので π 中間
子交換が可能である。(5.3)式のように X(3872)は D0D̄∗0 と D̄0D∗0 の線型結合により表されている
ので、π 中間子交換が可能である。
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Rtyp = Reff

bound state 2-body system
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 is in region where 
only improved relation is 
applicable

X(3872)

 of  dibaryon 
from previous relation
             

X NΩ

Xl > 1

We need range correction to estimate  of  and .X X(3872) NΩ

c.f. definition of X
0 ≤ X ≤ 1

Reff = Rint

Reff = − Rint

lower bound of  ( )X Xl
Table 4: 弱束縛な系の複合性の計算結果（SNP用その２）

束縛状態 ξeff ξint

d 0.738 0.857

X(3872) 0.530 0.681

NΩ 0.787 1.04

ΩΩ 0.775 0.934

3
ΛH 0.745 0.745

4He-4He 0.929 0.967

Table 5: 弱束縛関係式が適用できると期待される系 (SNP用３)

system a0 re B Rint

deuteron 5.42 fm 1.75 fm 2.22 MeV 1/mπ ∼ 1.43 fm
X(3872) 28.51590 fm -5.34 fm 18 keV 1/mπ ∼ 1.43 fm

ΩN 5.30 fm 1.26 fm 1.54 MeV 1/2mπ ∼ 0.715 fm
ΩΩ 4.6 fm 1.27 fm 1.6 MeV 0.949 fm

d-Λ(3HΛ) 16.8 fm 2.3 fm 0.13 MeV 4.31 fm
4He-4He 189.41 B.R. 13.845 B.R. 1.303 mK 10.2 B.R.

の方が束縛しているチャンネルと latticeで言われている。崩壊チャンネルは ΛΞか ΣΞでどっちもスピン 1/2が 2個。よって、軌道角運動量が 0だと、スピン 2の状態を作れない。2を作るためには、パリティまで考えると軌道角運動量が 2でないといけない。でも、軌道角運動量が大きいと、遠心力障壁で崩壊が抑制されるから、崩壊はするけど、崩壊幅は小さいと予想される。latticeでそれは計算できないけど、モデルでやると、1 MeVくらいになる。
• ΩΩ：論文の p3にある Vfit(r)のガウシアンの中の長さスケール dj の一番長いもの、安定状態（s = −3が 2個だから）
• d− Λ：Rint は大体重陽子の Rだと思った。a0 とかは理論値。安定。
• 14C-nと 16O-n：ハロー核、Rint の見積もりはウッズサクソン型のポテンシャルの長さスケール（先生の講義ノートにあった）、図に入らない！
• 4He-4He(原子)：B.R.はボーア半径。Rint はファンデルワールス length（原子のポテンシャルにあらわれる長距離の長さスケール）。安定、より束縛エネルギーの大きいような状態（普通の分子）もあるけど、井戸型ポテンシャルに束縛が 2個あるのと同じ感じなので、そこには崩壊
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物理系への応用 T. Kinugawa, T. Hyodo, (2022), arXiv:2201.04283 

H  以外の束縛状態 : 3
Λ |re | > Rint レンジ補正が重要

 なので低エネルギー普遍性が成り立つa0 > Rint
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表 5.1 束縛状態と結合する 2体系の粒子 1、2とその質量m1、m2。ハドロンの質量は PDG [5]、NΩ,ΩΩ dibaryonは格子 QCD [44, 45]、4Heの質量は文献 [46]の値を
用いる。

束縛状態 粒子 1 粒子 2 m1 m2

d p n 938.272 MeV 939.565 MeV

X(3872) D0 D̄∗0 1864.84 MeV 2010.26 MeV

NΩ dibaryon N Ω 955 MeV 1712 MeV

ΩΩ dibaryon Ω Ω 1712 MeV 1712 MeV
3
ΛH d Λ 1875.613 MeV 1115.638 MeV

4He dimer 4He 4He 4.00260325415 u 4.00260325415 u

換に対して正の固有値を持つように
1√
2

(
|D0D̄∗0〉+ |D̄0D∗0〉

)
, (5.3)

と線型結合が取られているが、以下では慣例に従い D0D̄∗0 と略記する。実験では観測さ
れていないが QCDの第一原理計算である格子 QCDで束縛状態が存在すると予言されて
いる系の例として、NΩ dibaryon [44]と ΩΩ dibaryon [45]が挙げられる。N,Ωの質量
は、格子 QCD での質量を用いる。ハイパー核の例として、d と Λ の束縛状態としての
3
ΛHを挙げる。原子の例として、4He原子の 2体束縛状態である 4He dimerを考える。
一般に長距離力である Coulomb 相互作用があると、散乱長や有効レンジを定義する
ことができず、弱束縛関係式を直接適用できない。表 5.1 に示した粒子 1,2 のうち、電
荷を持っているのは p,Ω, d である。NΩ dibaryon は核子 N として中性子を考えれば
Coulomb相互作用は避けられる。Coulomb相互作用があるのは、粒子 1と 2どちらも荷
電粒子である ΩΩ dibaryonであるが、ΩΩは強い相互作用のみで計算した格子QCDの結
果を用いることで、Coulomb相互作用の影響を含まないの束縛状態の複合性が議論でき
る*1。残りの束縛状態は、粒子 1か 2の少なくとも片方は中性粒子であるから、Coulomb

相互作用は起きない。よって、本研究で考える状態では散乱長と有効レンジを定義するこ
とができる。
弱束縛関係式 (5.1)の適用対象は安定な束縛状態の系だが、X(3872)と NΩ dibaryon

はチャンネル結合を持つ不安定状態であり、強い相互作用で崩壊する。しかし、X(3872)

*1 物理的な pΩ dibaryon と ΩΩ dibaryon を考えるには、実際には Coulomb 相互作用を含めたポテン
シャルで計算する必要がある。
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表 5.2 2 体系の散乱長 a0、有効レンジ re、束縛状態の束縛エネルギー B、束縛状態
の半径 R、相互作用距離 Rint。
束縛状態 a0 re B R Rint

d 5.42 fm 1.75 fm 2.22 MeV 4.32 fm 1.43 fm

X(3872) 28.5 fm −5.34 fm 18 keV 33.4 fm 1.43 fm

NΩ 5.30 fm 1.26 fm 1.54 MeV 4.59 fm 0.676 fm

ΩΩ 4.6 fm 1.27 fm 1.6 MeV 3.81 fm 0.949 fm
3
ΛH 16.8 fm 2.3 fm 0.13 MeV 14.6 fm 4.31 fm

4He dimer 189 B.R. 13.8 B.R. 1.30 mK 182.2 B.R 10.2 B.R.

するには、1 mK= 3.16682× 10−9!2/[me(B.R.)2] [28]に注意して次のようにする：
R = !/

√
2µB

= !/
√

mHe[u]B[mK]

= !/
√

mHe[u]B × 3.16682× 10−9!2/[me[u](B.R.)2]

= 1/
√
(mHe/me)B × 3.16682× 10−9 [B.R.]

= 182.2B.R.

ここで、mHe はヘリウムの質量、me は電子の質量である。以上の方法で束縛状態の半径
R = (2µB)−1/2 を求めた結果を表 5.2に示す。
弱束縛関係式から複合性を見積もるためには、観測量である散乱長、有効レンジ、束縛
エネルギー以外に、誤差の計算のために相互作用距離 Rint を決定する必要がある。Rint

自体は観測量ではないため、微視的理論の相互作用機構を基にして見積もる。本研究では
それぞれの系において、Rint を以下のように見積もる。

• 重陽子、X(3872)：粒子 1,2間の最も長距離の相互作用である π 中間子交換の長さ
スケール（π 中間子のコンプトン波長 Rint ∼ 1/mπ）*3

• NΩ dibaryon：格子 QCD [44] の結果をフィッテイングした形状因子を
含む (湯川)2+Gaussian ポテンシャル Vfit(r) = b1 exp[−b2r2] + b3(1 −

*3 D0 は JP = 0−、π0 は JP = 0− であるから、スピンパリティの対称性によりD0π0D0 頂点が禁止さ
れるため、D0D̄∗0 の弾性散乱では π 中間子は交換できない。しかし、D0∗ は JP = 1− であるため、
始状態 D0D̄0∗ で終状態 D0∗D̄0 の散乱では D0π0D∗0 頂点と D̄∗0π0D̄0 頂点が許されるので π 中間
子交換が可能である。(5.3)式のように X(3872)は D0D̄∗0 と D̄0D∗0 の線型結合により表されている
ので、π 中間子交換が可能である。
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表 5.5 改良した弱束縛関係式 (5.1)による複合性 X の範囲
束縛状態 複合性 X

d 0.738 ≤ X ≤ 1

X(3872) 0.530 ≤ X ≤ 1

NΩ 0.801 ≤ X ≤ 1

ΩΩ 0.791 ≤ X ≤ 1

3
ΛH 0.745 ≤ X ≤ 1

4He dimer 0.92 ≤ X ≤ 1

a0 と R の大小は有効レンジ re の符号とも関係している。有効レンジ展開の k の 2次
まで考えたとき、3.1.3節の (3.24)式の計算より

a0 = R
1

−re/(2R) + 1
, (5.4)

となる。R > 0 であるので、(5.4) 式の近似が妥当なとき、re > 0 の場合は a0 > R、
re < 0の場合は a0 < Rとなる。よって、re > 0であれば弱束縛関係式で見積もった X

の中心値が 1を超えることが期待され、実際、表 5.4では、re < 0のX(3872)を除きX

の中心値が 1を超える結果を与えている。
NΩ dibaryonに注目すると、誤差を ξint とした X の下限が 1.04であり、1を超えて
いることがわかる。複合性 X は複合状態の重みと定義されていることから、弱束縛状態
の場合は [0, 1]の範囲に含まれる必要がある。よって、NΩ dibaryonでは、誤差を ξint と
したときのX の誤差の範囲にX の真の値は含まれておらず、誤差項を ξint で見積もる従
来の弱束縛関係式は適用不可能であることがわかる。有効レンジモデルでの弱束縛関係式
の適用範囲と物理系を比較した 5.2節での議論では、NΩ dibaryonは従来の弱束縛関係
式も適用可能な領域の限界近くにあったが、実際に複合性を見積もると従来の弱束縛関係
式では正しく複合性を見積もることができないとわかる。
改良した弱束縛関係式を用い、束縛状態に対しては定義から X ≤ 1であることを用い
ると、最終的に複合性 X の範囲は表 5.5のように見積もられる。この結果より、全ての
系において X は 1に近い範囲に真の値を持つことがわかり、全体的にこれらの束縛状態
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T. Kinugawa, T. Hyodo, (2022), arXiv:2201.04283 

- All states are dominated 
by the composite components; 0.5 < X

Estimated 
(  from relation)    

X
X ∩ 0 ≤ X ≤ 1

• model calculation of  X(3872)
M. Takizawa and S. Takeuchi, PTEP 2013, 093D01 (2013), arXiv:1206.4877. 

0.759 ≤ X ≤ 0.897

Application

は複合的な成分が支配的であるといえる。特に 4He dimerは、X の下限も他の系に比べ
て 1に近く、ほぼ複合的な成分であるといえる。一方 X(3872)は、X の下限が複合的か
そうでないかの分かれ目である 0.5 に近く、どちらかというと複合的な成分の方が多い
が、それ以外の成分もある程度混合しているといえる。
重陽子 dに対するWeinbergの研究 [18]では、定量的なX の評価は行わず、a0, Rint, R

の値から定性的に X ∼ 1と結論づけられていた。定量的な評価として、dの複合性は先
行研究 [55]において従来の弱束縛関係式を用いて 1.68+2.15

−0.83 と見積もられた。この結果と
X の定義を合わせると、0.85 ≤ X ≤ 1となる。本研究の結果 0.738 ≤ X ≤ 1と比較す
ると、どちらの結果も定性的に dが複合的であることを示している。dの系の有効レンジ
が相互作用距離より大きいことから、本研究の X の不定性は、レンジ補正により定量的
に先行研究のものより大きくなっている。このことから、レンジ補正を考慮しない先行研
究の結果は誤差を過小評価している可能性があるといえる。
　 X(3872)の内部構造に関するモデル計算 [56]では、X(3872)の波動関数を

|X(3872)〉 = c1 |cc̄〉+ c2 |D0D̄∗0〉+ c3 |D+D∗−〉 (5.5)

と仮定したときの c2 の範囲が −0.947 から −0.871 と得られた。c2 は |D0D̄∗0〉 の重
みなので、複合性 X は |c2|2 = X に対応する。文献 [56] のモデル計算の結果は、
0.759 ≤ X ≤ 0.897と解釈できるので、表 5.5の弱束縛関係式での見積もりと矛盾がない
結果といえる。
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This work (model-independent)
model calculation

|c2 |2 = X

0.530 ≤ X ≤ 1



Conclusion and future prospect

a0 = R{ 2X
1 + X

+ 𝒪(
Rtyp

R )}

- Improved weak-binding relation by redefinition of  :Rtyp

Rtyp = max{Rint, |re | , ⋯}

- Weak-binding relation : observable  compositeness (X)

- We study the range correction in weak-binding relation from .re

15

- We find the region where only the improved weak-binding 
relation can be applied.
- We apply the relations to the actual systems.

- Future prospect: extend the improved relation to the unstable states
find that the range correction is important for some states.
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Discussion of the range correction
What is the range correction for the central value ?

a0 = R
2re/R

1 − (re/R − 1)2
= R 1 + 𝒪 ( re

R )
R̄ ≡ R

2re/R
1 − (re/R − 1)2

From effective range model ( )X = 1

a0 = R̄  and X = 1

 ⇒a0 ≠ R

a0 = R̄ { 2X
1 + X

+ 𝒪 ( Rint

R̄ )}
Range correction for the central value ?

?

T. Kinugawa, T. Hyodo, 
(2021), 
arXiv:2112.00249 
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What are the origins of the effective range?

Discussion of the range correction

derivative couplings Bare field ϕ
ℋint =

1
4

λ0(ψ†ψ)2 +
1
4

ρ0 ∇(ψ†ψ) ⋅ ∇(ψ†ψ) +
1
2

g0(ϕ†ψ2 + ψ†2ϕ)

X = 1 X ≠ 1

Both derivative coupling (  term) and contribution 
from bare field (  term) can be the origins of 

X = 1, ρ0
X ≠ 1, g0 re

re =
16π
m

[1 + (m /12π2)ρ0Λ3]2{2ρ0[1 + (m /24π2)ρ0Λ3] − g02/(mv02)}

[λ0 − (m /20π2)ρ2
0Λ5 −

g2
0

v0 ]
2

One of the origins of the 
deviation of  form a0 R

 : bare mass  : cut offv0 Λ
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If these terms were separable…
Discussion of the range correction

we can not consider the range correction for the 
central value because  is not separable.re

a0 = R̄{ 2X
1 + X

+ 𝒪(
Rtyp

R̄ )}
we would consider the range correction for Xc

Contribution of 
bare field ϕ

Contribution of 
derivative couplings

re = Contribution of 
derivative couplings

Contribution of 
bare field ϕ+

re =
16π
m

[1 + (m /12π2)ρ0Λ3]2{2ρ0[1 + (m /24π2)ρ0Λ3] − g02 /(mv02)}

[λ0 − (m /20π2)ρ2
0Λ5 −

g2
0

v0 ]
2

However


